トロピカル曲線上の線形系と有理写像について by 片倉 雄輝














R(D) := ff : C上の有理関数 j D + div(f)  0g
と定める．C 上の有理関数とは区分的に線形で，さらにそれぞれの区分での傾きは整数





数に 1を加えたものとは必ずしも一致しない．R0を f0; : : : ; fn 2 R(D)を極小生成系とす
るトロピカル部分空間とし，R0に対応する jDjの部分線形系をとする．　
トロピカル射影空間TP nが古典的な場合と同様に商空間として定義できる．トロピカ
ル d次同次多項式 f 6=  1に対し，
V (f) := fx 2 TP n j f が x で少なくとも 2項が最大値を取る，または f(x) =  1g
と定める．またC上の因子Dに付随する直線束L(D)も古典的な場合と同様に定義する．
L(D)の正則切断 'iであって，div('i) = D + div(fi)をみたすものを取る．div('i)の台
を V ('i)で表し V ('i)cから V (Xi)cへの写像を次のように定める．
V ('i)
c ! V (Xi)c
2 2
x 7! ('0(x) :    : 'n(x))
これらは貼り合って : C ! TP nとなる．ここで，V ('i)cはf'i 6=  1gと一致するとは
限らないことに注意する．以上で，目的であった線形系に対する有理写像 : C ! TP n
が構成された．
この有理写像を用いることで次のような古典的な結果と同様の性質が示される．
例 1.1 Cを S1と同相なトロピカル曲線とし，C上の 2点 P;Qを円周を 2等分するよう
にとる．さらにD = 2P + 2Qとする．Dの像は，TP 3 の二つの 2次曲面の交叉に含ま
れる．
例 1.2 図 1の種数 4のトロピカル曲線をCとする．ただし辺の長さはすべて等しくとる．
このとき C は非超楕円曲線である．C の標準線形系の適切な部分線形系 に対し の




定理 1.3 Dをトロピカル曲線C上の因子とする．R0を f0; : : : ; fn 2 R(D)を極小生成系
とするトロピカル部分空間とし，R0に対応する jDjの部分線形系を とする．の固定
部分を F とする．このとき  : C ! TP nに対し次が成り立つ．TP nの任意の超平面
Hに対しH + F 2 となる．逆にの任意の元D0に対し，ある TP nの超平面H 0が
存在してD0 = H 0 + F となる．
例 1.4 図 2の種数 2のトロピカル曲線の標準因子をKとする．このときKの階数は 1だ









定義 2.1 実数全体の集合 Rに対し，以下のように二つの演算;を定義する．任意の
実数 x; yに対し
x y := maxfx; yg




結合法則 (x y) z = x (y  z); (x y) z = x (y  z);
交換法則 x y = y  x; x y = y  x;
分配法則 x (y  z) = (x y) (x z):
(R;;)をトロピカル半環といいRtropと表す．このときに関する単位元は 0である．
またに関する単位元はRには存在しない．
注意 2.3 T := R [ f 1gをトロピカル半体という．ただし x 2 T に対する 1の演算
は次のように定める．
x ( 1) = x; ( 1) x = x; ( 1) ( 1) =  1;




\x+ y" = x y; \xy" = x y
と書く．
例 2.4 \3 + 4" = 4; \3 4" = 7:
2.2 トロピカル超曲面
定義 2.5





1    xinn "
= maxfai1;:::;in + i1x1 +   + inxn j (i1; : : : ; in) 2 Ig
をトロピカル多項式という．ただし，ai1; :::; in 2 R，IはNnの有限部分集合である．
注意 2.6 が異なる多項式でも同じ関数を表す場合がある．例えば
\1x3 + 1x+ 1" = \1x3 + 1" = maxf3x+ 1; 1g
である．
以下，簡単のため定数項以外の 0は省略する．例えば \0x2 + 0x+ 0"を \x2 + x+ 0"と
書く．
定義 2.7 項が一つ以上の n変数トロピカル d次多項式 F に対し
V (F ) := fx 2 Rn j F が xで少なくとも２項が最大値を取る g
を F で定まる d次トロピカル超曲面という．また n = 2のとき超曲面を「曲線」という．




定義 2.9 T nの演算を次のように定めることで T nはトロピカル線形空間となる．
(x1; : : : ; xn); (y1; : : : ; yn) 2 T n;  2 T に対し，
\(x1; : : : ; xn) + (y1; : : : ; yn)" := (\x1 + y1"; : : : ; \xn + yn")
\(x1; : : : ; xn)" := (\x1"; : : : ; \xn")
定義 2.10 x;y 2 T n+1 n f( 1; : : : ; 1)gに対し，同値関係を次のように定める．
x  y ,ある  2 Rが存在して，x = \y"
補題 2.11 上のは同値関係を定める．
証明
x;y; z 2 T n+1とする．x = \0x"よりx  xである．したがって，反射律が成り立つ．
x  y ,ある  2 Rが存在して，x = \y") y = \ 1

x") y  x ．したがって，対
称律も成り立つ．
x  yかつ y  z ,ある 1; 2 2 Rが存在して，x = \1y";y = \2z" ) x =
\12z") x  z．したがって，推移律が成り立つ．以上より，は同値関係である．2
定義 2.12
TP n := T n+1=
を n次元トロピカル射影空間という．





0    xinn "をトロピカル同次 d次多項式とし，[X0 :
   : Xn] = [Y0 :    : Yn] 2 TP nとする．このとき，ある  2 Rが存在して Yi =  +Xi
となる．
F (Y0; : : : ; Yn) = maxfai0; :::; in + i0Y0 +   + inYn j (i0; : : : ; in) 2 Ig
= maxfai0; :::; in + i0(+X0) +   + in(+Xn) j (i0; : : : ; in) 2 Ig
= maxfai0; :::; in + (i0 +   + in)+ i0X0 +   + inXn j (i0; : : : ; in) 2 Ig
= d+maxfai0; :::; in + i0X0 +   + inXn j (i0; : : : ; in) 2 Ig
= \dF (X0; : : : ; Xn)"
より F (X0; : : : ; Xn)が最大値を取る項と F (Y0; : : : ; Yn)が最大値を取る項は同じである．
したがって，Fが (X0; : : : ; Xn)で二項以上で最大値をとることと，(Y0; : : : ; Yn)で二項以上
で最大値をとることは同値である．また F (X0; : : : ; Xn) =  1 , F (Y0; : : : ; Yn) =  1
である．したがって，次を定義できる．
定義 2.13 F 6=  1をトロピカル同次 d次多項式とする．
V (F ) := fx 2 TP n j F が x で少なくとも二項が最大値を取る，または F (x) =  1g
を d次トロピカル超曲面という．












deg(D) := a1 +   + an
で定める．a1; : : : ; an  0のときDを有効因子といいD  0と表す．また因子Dに対し，





(val(x)  2)x (val(x) := xの価数）
と定める．
定義 2.17 C上のトロピカル有理関数 f : C ! T とは連続で，区分的に線形でそれぞれ
の区分での傾きは整数である関数をいう．ただし f(x) =  1となるのは長さが無限の辺











R(D) := ff : C上の有理関数 j D + div(f)  0g
と定める．




D  D0 = div(f)
を満たすときをいう．この時D  D0と表す．また
jDj := fD0 2 Div(C) j D0  0; D  D0g
をDに付随する完備線形系という．
定義 2.21 f0; : : : ; fn 2 R(D)とする．
hf0; : : : ; fni := f\
nX
i=0
aifi" 2 R(D) j ai 2 T g
と定める．
定義 2.22 DをC上の因子とする．f0; : : : ; fn 2 R(D)に対し，hf0; : : : ; fni ) hf0; : : : ; fi; : : : ; fni (8i)
をみたすとする．トロピカル部分空間R0 := hf0; : : : ; fni  R(D)に対応する部分線形系
を
 := fD + div(f) 2 jDj j f 2 R0g
で定義する．











定義 2.25 Dをトロピカル曲線C上の因子とする．Dの階数 r(D)を
r(D) := maxfk 2 Z0 j deg(E) = kの任意の有効因子Eに対し jD   Ej 6= ?g
で定める．
定義 2.26 トロピカル曲線Cの種数 gを
g := dimH1(C;R)
と定める．
注意 2.27 トロピカル曲線Cの辺の集合，頂点の集合をそれぞれE; V とする．Cの種数 g
は





定義 3.1 fUigi2IをCの開被覆とする．Ui \Uj 6= ;のときUi \Uj上で零点を持たない正
則関数 gijが与えられているとする．gijが
(i) gii = 0
(ii) Ui \ Uj \ Uk上　 gik = \gijgjk"
を満たすとき fgijgを開被覆 fUigi2I に属する変換関数系という．
注意 3.2 上の定義より 0 = gii = \gijgji" = gij + gji．したがって，gij =  gjiを得る．




次のように定める．(zi; ti) 2 Ui  T , (zj; tj) 2 Uj  T に対し




ti = gii(zi) + ti = 0 + ti = tiより (zi; ti)  (zi; ti)である．よって反射律が成り立つ．
(zi; ti)  (zj; tj)とするとzi = zjかつ ti = gij(zj)+tjとなる．したがって tj =  gij(zi)+ti
である．よって tj = gji(zi) + tiなので (zj; tj)  (zi; ti)となる．したがって対称律も成り
立つ．
(zi; ti)  (zj; tj)かつ (zj; tj)  (zk; tk)とすると zi = zj = zkかつ ti = gij(zj) + tjか
つ tj = gjk(zk) + tkである．したがって ti = gij(zk) + gjk(zk) + tk = gik(zk) + tkである．
よって (zi; ti)  (zk; tk)である．したがって推移律も成り立つ．以上より，は同値関係
である．2
定義 3.5 fUigi2I を C の開被覆とし，fgijgを fUigi2I に属する変換関数系とする．を
fgijgが定める同値関係とする．このときL =
S
i2I(Ui  T )= と写像  : L! Cの組を
C上の直線束という．
注意 3.6 直線束の同型も古典的な場合と同様に定義する．
定義 3.7  : L! CをC上の直線束とする．正則写像 s : C ! Lであって，任意のx 2 C
に対し   s(x) = xをみたすとき，sをLの正則切断という．
注意 3.8 sは各 Ui上では正則関数 siを用いて
Ui 3 x! (x; si(x)) 2 Ui  T
8
と表される．貼り合わせ条件から，x 2 Ui \ Ujに対し
si(x) = \gij(x)sj(x)" = gij(x) + sj(x)
が成り立つ．逆にUi上の正則関数 siの組 fsigが与えられていて上の式をみたすとき fsig
はLの正則切断を定める．




V (s) := Supp(div(s))
とする．
定義 3.10 DをC上の因子とし，DはCの開被覆 fUigと各Ui上の有理関数 iが存在し
てDjUi = div( i)と表されるとする．gij = \ i= j"によって定まる変換関数系 fgijgの定
める直線束をL(D)と書き，Dに付随する直線束と呼ぶ．
命題 3.11 Dを C 上の因子とし f 2 R(D)とする．C 上の直線束L(D)の正則切断 'で
div(') = D + div(f)をみたすものが存在する．
証明　DはCの開被覆 fUigと各Ui上の有理関数 iが存在してDjUi = div( i)と表せ
る．このとき \ if"は Ui上の正則関数であり x 2 Ui \ Ujに対し，




を満たす．したがって，' := f\ if"gはL(D)の正則切断を定める．このとき div(')jUi =
div(\ if")jUi = DjUi + div(f)jUiである．したがって，div(') = D + div(f)である． 2
4 主結果　超平面の引き戻し
補題 4.1 Dをトロピカル曲線C上の因子とする．いまR(D)はある有理関数 f0;    ; fnで












V ('i) () ordx(div('i)) = ordx(D) + ordx(fi) >
0 (8i)である．ここで任意のD0 2 に対しある \
nX
i=0











 ordx(D) + l > 0




定義 4.2 Dをトロピカル曲線C上の因子とする．f0; : : : ; fn 2 R(D)に対し，hf0; : : : ; fni )
hf0; : : : ; fi; : : : ; fni (8i)をみたすとする．トロピカル部分空間R0 = hf0; : : : ; fni  R(D)
に対応する部分線形系を  jDjとする．また'iをL(D)の正則切断であって，div('i) =
D + div(fi)をみたすものとする．V ('i)cから V (Xi)cへの写像を次のように定める．
V ('i)
c ! V (Xi)c
2 2
x 7! ('0(x) :    : 'n(x))
これを貼り合わせたものを : C n Bs! TP nとする．さらに x 2 Bsに対し，xの
十分小さい開近傍Uxを取る．ordx(div'i) (i = 0; : : : ; n)のうち最小となるものを'jとす
る．このとき
Ux 3 x 7! (\'0(x)
'j(x)
"; : : : ; \
'n(x)
'j(x)
") 2 T n = V (Xj)c
として : C ! TP nを定める．
さらにF をの固定部分とし F : C ! TP nを次のように定める．F  0よりCの
開被覆 fVgと各 V上の正則関数 hが存在して，
F jV = div(h)










" :    : \'n(x)
(x)
")
と定め，これらを貼り合わせたものを F : C ! TP nとする．定義より =  F で
ある．
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定義 4.3 f : X ! Y をトロピカル多様体の間の正則写像，Dを Y 上の因子とする．Dは
局所方程式系 f(Vj;  j)gで定義されているものとする．f(X)がDの台に含まれていない
とする．X の開被覆 fUgで，f(U)  Vj かつ，f jU : U ! Vj が正則となるものとす
る．このとき，f(U;  j  f jU)gにより定まるXの因子を f によるDの引き戻しといい，
f Dと書く．
定理 4.4 Dをトロピカル曲線 C上の因子とする．f0; : : : ; fn 2 R(D)を極小生成系にも
つトロピカル部分空間をR0とし，R0に対応する jDjの部分線形系をとする．F をの




aiXi"に対し H + F 2 となる．また逆に の任意の元D0に対し，ある
TP nの超平面H 0が存在してD0 = H 0 + F となる．
証明
 F の定義より， 1 F (V (Xj))c  V (\'j ")cである．また，Cの開被覆 fUgと各U
上の有理関数 gが存在して
DjU = div(g)
と表せる．また正則切断 'i : C ! L(D)は 'i = f\gfi"gより
div('i)jU = div(\gfi")jU = DjU + div(fi)jU
である．同様に，Cの開被覆 fVgと各 V上の正則関数 hが存在して
F jV = div(h)


















































")c\U\V   div(h)jV (\'j ")c\U\V
= (D + div(\
nX
i=0






i=0 aifi") Fである．したがってH =  FH =
D + div(\
Pn




aifi" 2 R0 が存在して D0 = D + div(\
nX
i=0
aifi")となる．TP n の超平面 H 0 を
H 0 = V (\
nX
i=0
aiXi")とおけば，同様に  FH 0 = D + div(\
Pn




aifi")より FH 0 = D0 F である．したがってH 0 =  FH 0 =
D0   F．2
この有理写像の応用例として次のような性質が示される．
















このとき r(K) = 1だが jKjは面積をもつ．jKjの図は次のようになる．この例は ([3])
にもある．













また f0(P1) = 0; f1(P1) =  l2; f2(P1) = 0とする．このとき，f0; f1; f2はR(K)の極小生





ここでK(S) = (0 :  l2  l12 : 0);K(P1) = (0 :  l2 : 0);K(P2) = ( l2 : 0 : 0);K(R) =

















































ここで K(S) = (0 :   l12 : 0);K(P1) = (0 : 0 : 0);K(Q) = (0 : 0 :   l22 ) = ( l22 : l22 :
0);K(P2) = (0 : 0 : 0);K(R) = (  l32 : 0 : 0)である．













P P P P
QQQQ
R S
また，f0(P ) =   l4 ; f1(P ) = l4 ; f2(P ) = 0; f3(P ) = 0とする．このとき，f0; f1; f2; f3は
R(D)の極小生成系である．またD+div(f0) = 4P，D+div(f1) = 4Q，D+div(f2) = 4R，






\f 20 + f
2
















とすると，imD  V (F ) \ V (G)となる．したがって，imDは異なる二つの二次曲面
に含まれる．
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例 4.7 (種数 4) Cを次のような種数 4の曲線とする．ただし辺の長さはすべて lであると
する．

















































また，fi(P ) = 0とする．このとき，K + div(f0) = 2P0 + 2Q0 + 2R0; K + div(f1) =
3P1 + 3Q1; K + div(f2) = 3P2 + 3Q2; K + div(f3) = 3P3 + 3Q3となる．
またこのとき，
\  4lf1f2 + f1f3 + f2f3" = \  lf 20   4lf0f1   4lf0f2 + f0f3"
\f 30   13lf 31   13lf 32   lf 33 " = \f1f2f3"
をみたすことが計算によって確かめられる．したがって
F := \  lX20   4lX0X1   4lX0X2 +X0X3   4lX1X2 +X1X3 +X2X3"
G := \X30   13lX31   13lX32   lX33 +X1X2X3"
とすると im  V (F ) \ V (G)となる．
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例 4.8 (種数１，次数 2) 種数１の非特異トロピカル曲線上の因子D = P +Qを取る．そ













(円周を l，R; Sをそれぞれ PQ間の中点，R側の PQ間の距離を  とする)
次にDの像は次のようになる．a := f0(P ); b := f1(P )とする．
D(P ) = (a : b)
D(R) = (a  2 : b)
D(Q) = (a : b)






例 4.9 (種数 1，次数 3) 種数 1の非特異トロピカル曲線上の任意の次数 3の有効因子Dに
対し，Dは非特異な埋め込みにならない．これをD = P +Q+Rの三点 P;Q;Rの位置
で場合分けすることで示した．

























RQの P 側の中点を S3
円周を l，PQ間の長さを 1，QR間の長さを 2
a := f0(P ); b := f1(P ); c := f2(P )とする．
S1; S2; S3の位置で場合分けする．








D(P ) = (a : b : c) = (a  c : b  c : 0)
D(S3) = (a  (1   l 22 ) : b : c+ l 22   1) = (a  c : b  c  l 22 + 1 : 0)
D(Q) = (a  1 : b : c+ l   1   2) = (a  c  l   2 : b  c  l + 1 + 2 : 0)




  2 : b  l 12 : c+ l  1  2) = (a  c  l 12 : b  c  32 l+ 321+ 2 : 0)















D(P ) = (a : b : c) = (a  c : b  c : 0)
D(Q) = (a  1 : b : c+ 1) = (a  c  21 : b  c  1 : 0)
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  2 : b  l 12 : c+ 1) = (a  c+ l 312   2 : b  c  l+12 )
D(R) = (a : b  l + 1 + 2 : c+ 1) = (a  c  1 : b  c  l + 2 : 0)
D(S3) = (a : b+
 l+2
2














D(P ) = (a : b : c) = (a  c : b  c : 0)
D(Q) = (a  1 : b : c+ 1) = (a  c  21 : b  c  1 : 0)
D(S1) = (a  1+22 : b+ 1 22 : c+ 1) = (a  c  31+22 : b  c  1 22 : 0)
D(R) = (a : b  2 : c+ 1) = (a  c  1 : b  c  1   2 : 0)
D(S2) = (a : b  l 12 : c  l 312 + 2) = (a  c+ l 312   2 : b  c  1   2 : 0)






(iv)2  1; l 12  2; l 22  1
このとき， l 1
2
 2より l  1 + 22である．同様に l 22  1より l  21 + 2である．
これより 21+ 2  l  1+22である．したがって 1  2を得る．したがって，2  1
より 1 = 2．またこれより l 12 = 2; l 22 = 1となる．以上よりこの場合は (ii)に含ま
れる．








D(P ) = (a : b : c) = (a  c : b  c : 0)
D(S1) = (a  1+22 : b : c+ 1+22 ) = (a  c  1   2 : b  c  1+22 : 0)
D(Q) = (a  2 : b : c+ 1) = (a  c  1   2 : b  c  1 : 0)
D(R) = (a : b  2 : c+ 1) = (a  c  1 : b  c  1   2 : 0)
D(S2) = (a : b  l 12 : c  l 312 + 2) = (a  c+ l 312   2 : b  c  1   2 : 0)














D(P ) = (a : b : c) = (a  c : b  c : 0)
D(S3) = (a  1 + l 22 : b : c  1 + l 22 ) = (a  c : b  c+ 1   l 22 : 0)
D(S1) = (a  1+22 : b : c+ l   31+22 ) = (a  c  l + 1 : b  c  l + 31+22 : 0)
D(Q) = (a  2 : b : c+ l   1   2) = (a  c  l + 1 : b  c  l + 1 + 2 : 0)
D(S2) = (a  2 + l 12 : b  l 12 : c+ l  1   2) = (a  c  l 12 : b  c  3l 312 + 2 : 0)















D(P ) = (a : b : c) = (a  c : b  c : 0)
D(S3) = (a  1 + l 22 : b : c  1 + l 22 ) = (a  c : b  c+ 1   l 22 : 0)
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D(S1) = (a  1+22 : b : c+ l   31+22 ) = (a  c  l + 1 : b  c  l + 31+22 : 0)
D(Q) = (a  2 : b : c+ l   1   2) = (a  c  l + 1 : b  c  l + 1 + 2 : 0)
D(R) = (a : b  2 : c+ l   1   2) = (a  c  l + 1 + 2 : b  c  l + 1 : 0)






(viii)2  1; l 12  2; l 22  1
このとき， l 1
2
 2より l  1 + 22である．同様に l 22  1より l  21 + 2である．
これより 1+22  l  21+ 2である．したがって 1  2を得る．したがって，2  1
より 1 = 2．またこれより l 12 = 2; l 22 = 1となる．以上よりこの場合は (vii)に含ま
れる．


















a := f0(P ); b := f1(P ); c := f2(P )とする．
Dの像は次のようになる．
D(P ) = (a : b : c) = (a  c : b  c : 0)
D(R) = (a  23 : b : c  3 ) = (a  c  13 : b  c+ 3 : 0)
D(Q) = (a : b : c  ) = (a  c+  : b  c+  : 0)
D(T ) = (a : b  ( l2   ) : c  l2) = (a  c+ l2 : b  c+  : 0)





種数１の非特異トロピカル曲線上の因子D = 3Pを取る．そのとき次のf0; f1; f2 2 R(D)
はR(D)の生成元となる．






a := f0(P ); b := f1(P ); c := f2(P )とする．
Dの像は次のようになる．
D(P ) = (a : b : c) = (a  c : b  c : 0)
D(Q) = (a  23 l : b  13 l : c) = (a  c  23 l : b  c  13 l : 0)
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